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Inverse einer Matrix

Definition

m Gegeben eine quadratische Matrix A

m Finde eine quadratische Matrix B so, dass gilt

BxA=AxB=1I

wobei | = die Einheitsmatrix

O O =
o = O
= O O
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Berechnung der Inversen

Gauss-Jordan
m Schreibe die gesuchte Matrix
B=[by by .. by]
und die Einheitsmatrix
I=[e e .. e,]

je als Sequenz von Kolonnenvektoren

m L6se die Gleichungssysteme fiir j =1,...,n

A*bj=ej
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Beispiel fiir Gauss-Jordan

m Gegeben ist die Matrix A = [ i g ]

m Folgende Schreibweise fiir das Lésen der Gleichungen
8 4|1 0
[AI = [ 4 3]0 1 ]

m Elimination von Koeffizienten auf der linken Seite bis links | und
rechts B steht
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Rechenschritte fir Gauss-Jordan

m Schritt 1 - Element a;; muss eine 1 sein — erste Zeile durch 8 teilen

8410_)10.50.1250
4 3|10 1 4 3 0 1

m Schritt 2 - Element a1 muss eine 0 sein — vier mal erste Zeile von
zweiten abziehen

1 05|0125 0 _ 1 05]0125 0
4 3 0 1 0 1 |-051

m Schritt 3 - Element ajs> muss eine 0 sein — erste Zeile minus die
Halfte der zweiten Zeile

1 05]0125 0 _ 1 00375 —-05 — 1B
0 1 |-05 1 0 1| -05 1 N
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Cramersche Regel

m Losung fiir Gleichungssystem
A x bj =€
m Das i—te Element des Losungsvektors b; entspricht

det(A,-)
(by), = S
det(A)
m Matrix A; entsteht durch Ersetzen der i-ten Spalte von A mit dem
Einheitsvektor
m Determinante
det(A) = > (—1)"™ x aj  det(Ay)
i=1
wobei Aj; die Untermatrix von A ist, welche durch Streichen der i-ten

Zeile und der j-ten Kolonne entsteht
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Cramersche Regel Il

mIn

det(A;)
(bj); =
det(A)
wird det(A;) nach der Zeile entwickelt, d.h. es wird iiber die Kolonne
summiert, welche durch den Einheitsvektor ersetzt wurde

m Somit ist .

det(A;) = > (1) x 2 x det(Ay)
i=1

wobei alle ajj = 0 sind ausser eines ist gleich 1

m Es folgt o
det(A;) = (—1) det(Aj)
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Beispiel fiir Cramersche Regel

m Element bj; der Inversen kann berechnet werden als

by = gargay (1) der(A,)
.. 8 4
m Fir A= [ 4 3}
u b11 %*3:0.375
m b12=%*(—1)*4:—05
] b21:%*(—1)*4:—05
mbp=3+8=1

Qualitas AG Peter von Rohr Folien ZL I+1l LFW C11 | November 5, 2015 | 8 / 26



Anwendung fiir Verwandtschaftsmatrix

m Gauss-Jordan und vor allem Cramer sind sehr aufwénding und
ungenau fiir grosse Matrizen

m Verwandtschaftmatrix hat spezielle Eigenschaften, welche wir
ausniitzen wollen, z.Bsp Symmetrie, d,h, A = AT und positiv-definit,
d.h., Eigenwerte A > 0, welche erfiillen A x x = Ax

m Regeln fiir Inverse eines Produktes
A=XxYxZ
die Inverse von A ist dann
A l=z1uay lex1?

da
AxA T =XxY*Z+xZ1xY 1aX1=1]
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Zerlegung der Verwandtschaftsmatrix

m Symmetrische, positive-definite Matrizen A kdnnen in folgendes

Produkt zerlegt werden
A=UxUT

wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist
m Diese Zerlegung heisst Cholesky-Zerlegung
m In R wird diese Zerlegung mit der Funktion chol () berechnet

m Variante der Cholesky-Zerlegung
A=LxDxL"

wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen und D
eine Diagonalmatrix ist
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Berechnung der Matrizen L und D

Definiert man U =L xS, wobei D =S % S, dann ist
A:U*UT:L*S*(L*S)T:L*S*ST*LT:L*D*LT

S ist eine Diagonalmatrix wobei Elemente von S der Wurzel der
Elemente von D entsprechen

Somitist L= U % S1
U und D konnen mit R bestimmt werden

Wichtig die Funktion chol() in R macht die Zerlegung A =UT % U,
welche dank Symmetrie vollig dquivalent ist, aber bei der Kontrolle
muss man aufpassen.
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Bestimmung von U und D mit R

m Diagonalmatrix D (und somit S) kann mit der Funktion Dmat () aus
Package “pedigreemm” bestimmt werden
m Matrix U kann mit Funktion chol() bestimmt werden

m Fiir ein Beispielpedigree ohne Inzucht

> library(pedigreemm)

> pedNoIb <- pedigree(sire = as.integer(c(NA,NA,1, 1,4,4)),
+ dam = as.integer(c(NA,NA,2,NA,2,2)),

+ label = as.character(1:6))

> spmatANoIb <- getA(pedNoIb)
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Beispiel Pedigree

> print (pedNoIb)

sire dam

1 <NA> <NA>
2 <NA> <NA>
3 1 2
4 1 <NA>
5 4 2
6 4 2
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Verwandtschaftsmatrix zum Beispiel

> print (spmatANoIb)

6 x 6 sparse

1

1.00 .

0.50 .
0.25 0.5
6 0.25 0.5

1

2 . .
3 0.50 0.5
4

5

2 3 4
0.500 0.50 0.
1.0 0.500 . 0.
1.000 0.25 0.
0.250 1.00 0.
0.375 0.50 1.
0

.375 0.50 O.

Matrix of class

5
250
500
375
500
000
500

= O O O O O

"dsCMatrix"

6

.250
.500
.375
.500
.500
.000

“Sparse Matrix" heisst, es werden nur Elemente <> 0 gespeichert,
tiberall wo ein Punkt steht, da ist das Element = 0
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Verwandtschaftsmatrix als normale Matrix

> matANoIb <- as.matrix(spmatANoIb)

> print (matANoIb)

1 2 3 4 5 6
11.00 0.0 0.500 0.50 0.250 0.250
2 0.00 1.0 0.500 0.00 0.500 0.500
3 0.50 0.5 1.000 0.25 0.375 0.375
4 0.50 0.0 0.250 1.00 0.500 0.500
5 0.256 0.5 0.375 0.50 1.000 0.500
6 0.256 0.5 0.375 0.50 0.500 1.000

Tiere sind nicht ingeziichtet, alle Diagonalelemente =1
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Zerlegung der Verwandtschaftsmatrix U"

m Matrix U7

> (matCholUt <-

12
110
201
300
400
500
6 00

Qualitas AG

O O O O O O

chol (matANoIb))

3 4 5
.5000000 0.5000000 0.2500000 O
.5000000 0.0000000 0.5000000 O
.7071068 0.0000000 0.0000000 O
.0000000 0.8660254 0.4330127 O
.0000000 0.0000000 0.7071068 O
.0000000 0.0000000 0.0000000 O

Peter von Rohr
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6

.2500000
.5000000
.0000000
.4330127
.0000000
.7071068
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Zerlegung der Verwandtschaftsmatrix S

m Matrizen D, S und S™1

> vecD <- Dmat (pedNoIb)
> matD <- diag(vecD)

> (matSinv <- diag(1/sqrt(vecD)))

[,11 [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1
[3,] 0 0
(4,] 0 0
(5,] 0 0
[6,] 0 0
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(,3]

.000000
.000000
.414214
.000000
.000000
.000000

O O O O O

[,4]

.000000
.000000
.000000
.154701
.000000
.000000
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(,5]

.000000
.000000
.000000
.000000
.414214
.000000

= O O O O O

[,6]
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.414214




Zerlegung der Verwandtschaftsmatrix L

m Matrix LT

> (matLt <- matSinv J*J, matCholUt)

[1,]
2,1
(3,]
[4,]
(5,]
(6,]

Qualitas AG

O OO OO - -~

2 3

0 0.5 0.
1 0.5 0.
0 1.0 0.
0 0.0 1.
0 0.0 0.
0 0.0 0.

Peter von Rohr

O O O O O u

O, O O O O

5

.25
.50
.00
.50
.00
.00

=, O O O O O

6

.25
.50
.00
.50
.00
.00
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Kontrolle der Zerlegung

m Matrixmultiplikation A =L« Dx*L"

> (t(matLt) 7*J matD

2

O WN -
O O O O O O =
O O O O O o
O O O O O O
o0, O O O

Qualitas AG

3

4

.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.110223e-16
.551115e-17
.551115e-17

Peter von Rohr

4%} matLt - matANoIb)

O O o O O O

5

.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.551115e-17
.000000e+00
.000000e+00
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.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
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.000000e+00
.000000e+00




Allgemeine Berechnung der Matrizen D und L

1 0 0 D; 0 O 1 Ly Lz
A=L«D«L" = | Ly 1 O |*x| 0 Dy 0 [«x|0 1 \Ls
L3y L3 1 0 0 D3 0 O 1

Fiir die Elemente in D und L gelten folgende rekursive Beziehungen

i1
m D = Aj — Xi LicDw
. lj=3 (A,-J- — St L,-ijka), fiir i > j
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Matrix L fiir Verwandtschaftsmatrix

Diagonalelement fiir Tier i: L; =1

Fiir Tiere / mit bekannten Eltern m und v: Lj = 0.5(Lmj + Lj)
Falls nur ein Elternteil m bekannt ist: L = 0.5L;

Beide Eltern unbekannt: L; =0
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Matrix D fir Verwandtschaftsmatrix

m Mendelian sampling fiir Tier / mit Eltern m und v und den
entsprechenden Zuchtwerten u;, up, und uy:

m; = u; — 0.5(u5 + Ud)

m Die Varianz der mendelian Sampling Effekte ist definiert als D * o2
wobei 02 der genetisch additiven Varianz entspricht.

var(m;) = var(u;) — var(0.5up, + 0.5u,)
= var(u;) — var(0.5uy,) — var(0.5u,) — 2cov(0.5um, 0.5u,)
= (14 F})o2 — 0.25ammo2 — 0.25a,,02 — 0.5am,02

m Somit ist das Element Dj; fiir Tier i

= (14 F) — 0.25amm — 0.25a,, — 0.5am,
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Verwendung der

Zerlegung zur Inversion

m Aufgrund Regel zur Inversen eines Produktes (siehe Folie 9) gilt

A_lzz(L*

D«LT) "= (L) '«D kLt

m Matrizen L und D sind viel einfacher zu invertieren als A

m Matrix D71 auch eine Diagonalmatrix mit inversen Elementen der
Ursprungsmatrix - Uberpriifung mit

> solve(matD)

(.11 [,2] [,3]

[1,] 1 0 0

[2,] 0 1 0

[3,] 0 0 2

[4,] 0 0 0

[5,] 0 0 0

(6,1 0 0 0
Qualitas AG Peter von Rohr

(,4] [,5] [,6]

0.000000 0 0
0.000000 0 0
0.000000 0 0
1.333333 0 0
0.000000 2 0

0.000000 0 2
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Inverse von Matrix L

= Wie sieht L~ 1 aus

m Diagonalelemente sind alle 1

m Verbindet Eltern und Nachkommen mit Elementen von —0.5

> solve(matLt)
[,11 [,21 [,3] [,4]

1 1 0 -0.5 -0.5
2 0 1-0.5 0.0
3 0 0 1.0 0.0
4 0 0 0.0 1.0
5 0 0 0.0 0.0
6 0 0 0.0 0.0
Qualitas AG ~ Peter von Rohr
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O O o © U1 O
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Direktes Aufstellen von A~! ohne Inzucht

Setze «j auf den Wert von D! fiir Tier i

Hat Tier i bekannte Eltern m und v, dann wird

aj zum Element (7, /) addiert

—5 zu den Elementen (m, i), (i, m), (v, i) und (i, v)

% zu den Elementen (m, m), (m,v), (v, m) und (v, v)

Falls Elternteile fehlen, dann werden entsprechende Teile weggelassen
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Direktes Aufstellen von A~! mit Inzucht

m Zuriick zur Zerlegung A=U=xUT
m Dann gilt a;; = 22:1 u3

m Diagonalelement von
ui = v/d; = \/[0.5 = 0.25(Fp + F,)] = /[T — 0.25(amm + aw )]

m Einsetzen: u; = \/[1 —0.25 (ZT:l TP Dy ”sk)]

m Diagonalelement von D1 ist berechnet als a; = ;15

i

m Off-Diagonalelemente sind: uj; = 0.5(um; + uy;)
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