Chapter 4

Least Absolute Shrinkage And
Selection Operator (LASSO)

Das lineare Modell

P
vi = Po+ Y Biwij + € (4.1)
j=1
fiir eine Beobachtung i (i = 1,...,n) wird zur Modellierung von Zusammenhéngen zwischen den erkldrenden
Variablen x;1, ..., x;p und der Zielgrosse y; verwendet. In einem Regressionsmodell werden die unbekannten

Parameter 5; (j =0,...,p) mit Least Squares geschétzt.

Die (p+1) Werte [y, ..., 5, und die Resteffekte ¢; sind unbekannt. Es wird angenommen, dass die Werte der
erklédrenden Variablen (z;1,%;2, ..., Zip) exakt, d.h. ohne Messfehler oder andere Ungenauigkeiten, bekannt
sind. Fiir einen Datensatz mit n Beobachtungen werden die resultierenden n Gleichungen vorzugsweise in
Matrix-Vektor-Schreibweise notiert.

y=XB+e (4.2)

4.1 Stochastische Restkomponente

Die n unbekannten Resteffekte im Vektor € werden als zuféllige Effekte modelliert, wobei angenommen wird,
dass sich diese Resteffekte im Mittel auftheben, d.h., dass deren Erwartungswert E(e) = 0 ist. Die Streuung
der Resteffekte wird im Standardmodell als konstant angenommen. Fiir die Covarianz des Vektors der
Resteffekte bedeutet das, dass var(e) = I * 02 ist. Die Varianzkomponente o2 ist neben den Koeffizienten
im Vektor 3 ein weiterer unbekannter Parameter, welcher von den Daten geschétzt werden muss.

4.2 Parameterschitzung

Unter der Annahme, dass die Matrix X vollen Kolonnenrang hat, d.h. die Anzahl Beobachtungen n grosser
ist als die Anzahl Parameter (hier p + 1) lassen sich die unbekannten Parameter § mit Least Squares
schitzen. Der Least Squares Schétzer § fiir § wird berechnet aus

B = argming|ly — X5||* (4.3)
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wobei ||.|| fiir die Euklidsche Norm (Lénge) im n-dimensionalen Raum steht. Wird das Minimierungsproblem
in Gleichung (4.3) aufgelost, dann resultiert der folgende Ausdruck fir g

B=(XTX)"'xTy (4.4)

Betrachten wir den Ausdruck in Gleichung (4.4) wird klar, weshalb die Matrix X vollen Kolonnenrang haben
muss, da nur so die Inverse (X7 X)~! berechnet werden kann.

4.3 Alternativen zu Least Squares

Das lineare Modell (4.1) erweist sich in der Praxis als sehr brauchbar. Mit der Least Squares-Technik besteht
auch eine einfache und sehr gut etablierte Methode zur Parameterschitzung. In kiirzerer Vergangenheit
auch mit dem Aufkommen des Phénomes von “Big Data”, welches das systematische Sammeln von grossen
Datenmengen ermoglicht, treten haufiger Probleme auf, bei welchen die im einleitenden Abschnitt aufgestellte
Bedingung an Least Squres (n > p) nicht zutrifft.

Da wir die positiven Eigenschaften des linearen Modells gerne beibehalten moéchten, wurde nach Alternativen
zu Least Squres gesucht. Diese moglichen Alternativen kénnen in drei Kategorien eingeteilt werden.

1. Subset Selektion: Aus den p erklarenden Variablen wird ein Subset von “relevanten” Variablen
ausgewahlt. Alle anderen Variablen werden ignoriert. Die relevanten Variablen werden oft aufgrund
der Signifikanz des geschétzten Regressionskoeffizienten §; identifiziert.

2. Regularisierung (Shrinkage): Alle p erkldrenden Variablen werden verwendet. Die geschétzten
Regressionskoeffizienten werden durch bestimmte Techniken gegen den Nullpunkt “gedriickt”. Dieser
Prozess wird als Schrumpfung (Shrinkage) bezeichnet. Die so erzeugte Reduktion der Variabilitit der
Schitzwerte wird als Regularisierung bezeichnet.

3. Dimensionsreduktion: Die p erkldrenden Variablen werden zu m Linearkombinationen reduziert.
Diese Reduktion kann mit Techniken, wie Principal Components Analysis oder Faktoranalyse gemacht
werden.

4.4 Lasso

Es gibt Schéatzverfahren, welche mehrere der oben genannten Alternativen zu Least Squares kombinieren.
Ein Beispiel dafiir ist LASSO. LASSO steht fiir Least Absolute Shrinkage and Selection Operation und
kombiniert “Subset Selection” und Regularisierung. Die Regularisierung wird durch das Hinzufiigen eines
Terms zu den Rest-Summenquadraten (RSS), welche bei Least Squares minimiert werden. In Gleichung
(4.3) haben wir gesehen, wie RSS verwendet werden zur Berechnung der Least Squares Schétzer

Brs = argming|ly — X
2
n p
= argming 4> | yi—Bo— D Bjxi
i—1 =1
= argmingRSS (4.5)

4.4.1 Regularisierung bei LASSO

Bei LASSO wird nun zu RSS ein sogenannter Strafterm (penalty term) hinzugefiigt. Dieser Strafterm
betragt )\Eﬁzl |Bj]- Der Term wird deshalb als Strafterm bezeichnet, weil er mit steigender Summe der
Absolutbetrage aller 3; immer grosser wird. Diese fithrt zum gewiinschten Effekt der Regularisierung. Das
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heisst durch das Hinzufiigen dieses Strafterms werden die Absolutbetrdge und somit die Variabilitat der
Koeffizientenschitzungen begrenzt, was der eigentliche Sinn und Zweck der Regularisierung ist.

In Formeln ausgedriickt, lauten die geschétzten Regressionskoeflizienten fiir LASSO, wie folgt:

2
n p P
Brasso = argming{ > | vi—Bo— > Biwi; | +AD_ 18]
i=1 =1 =1
p
= argming{ RSS + X Z 15;] (4.6)
=1

4.4.2 Subset Selection bei LASSO

Wie schon im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, dient der Strafterm A Z?Zl |8;] zur Regularisierung
der geschétzten Koeffizienten 3; im linearen Modell. Der Strafterm spielt auch eine entscheidene Rolle bei der
Subset Selection. Dadurch, dass der Strafterm die Absolutbetrage der Koeflizienten ; summiert, werden die
Schéatzungen von gewissen Koeflizienten explizit auf Null gesetzt. Weshalb dieser Effekt der Subset Selection
bei LASSO eintritt kann mit folgender Abbildung (siehe néchste Seite) erklart werden.

In dieser Abbildung sind nur zwei erklarende Variablen gezeigt und somit ist p = 2. Die Koeffizienten zu den
erklarenden Variablen werden in der Abbildung mit b und nicht mit 3 bezeichnet. Unter der Annahme, dass
wir unendlich viele Daten hétten, wére der Schatzer der Koeffizienten b; mit minimalem Fehler am Punkt,
welcher in der Abbildung mit b bezeichnet ist. Die griinen Ellipsen um diesen Punkt b sind die Linien mit
konstantem Fehler. Die rote Linie steht fir die Grenze, welche durch den Strafterm aus LASSO entsteht.
Das heisst geschétzte Koeflizienten kénnen nur links dieser roten Linie liegen. Da wir den geschétzten
Koeffizienten l;j einerseits minimalen Fehler erreichen wollen und auf der anderen Seite innerhalb der Reg-
ularisierungsgrenzen sein miissen, liegen die besten Schétzer fiir b; am Schnittpunkt zwischen den griinen
Ellipsen und der roten Linie. Durch den Verlauf der roten Linie ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die grii-
nen Ellipsen und die rote Linie auf einer Koordinatenachse schneiden sehr hoch. Schneiden sich die griinen
Ellipsen und die rote Linie auf einer Koordinatenachse, dann wurde ein Schétzer fiir einen Koeffizienten b;
auf Null gesetzt und somit haben wir den gewiinschten Effekt der Subset Selection erreicht.
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bz‘ s

4.5 Bestimmung von A\

Der Strafterm, welcher in Gleichung (4.6) eingefiigt wurde und fiir die Regularisierung bei LASSO verant-
wortlich ist, enhélt eine Variable A. Diese Variable bestimmt das Ausmass der Regularisierung und muss als
zusatzlicher Parameter aus den Daten bestimmt werden. Fiir die Bestimmung von A wird eine sogenannte
Kreuzvalidierungsprozedur (cross validation) verwendet. Bei einer Kreuzvalidiuerng werden die Beobach-
tungen zufillig in ein sogenanntes Trainings-Set und in ein Test-Set unterteilt, wobei das Test-Set meist
weniger Beobachtungen enthélt als das Trainings-Set. Mit dem Trainings-Set werden dann die Koeffizienten
B; geschétzt. Dann werden fiir vorher bestimmte Werte von A die Beobachtungen im Test-Set vorhergesagt.
Der Wert von A, welcher die tiefsten Vorhersagefehler liefert, wird als optimaler Schétzwert von A betrachtet.

4.6 Analyse mit LASSO in R

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie ein Datensatz mit LASSO in R analysiert werden kann. Wir ver-
wenden dazu den Hitters- Datensatz aus dem Buch von James et al. (2013). Dieser Datensatz enthélt als
Zielgrosse das Einkommen von Baseballspielern und zu diesen Spielern noch weitere erkliarende Variablen.
Der Datensatz ist im R-Package ISLR integriert. Fiir die Analyse werden wir die Funktion glmnet() aus
dem gleichnamigen R-Package verwenden. Als erstes installieren wir die beiden Packages und ignorieren alle
Records, welche fehlende Daten aufweisen.

# in offline mode, the following chunks cannot be evaluated
bIsOnline <- TRUE
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knitr: :opts_chunk$set(eval = bIsOnline)

if (!require(ISLR)) {
install.packages("ISLR", repos = "https://cran.r-project.org")
require (ISLR)

}

## Loading required package: ISLR

if (!require(glmnet)){
install.packages("glmnet", repos = "https://cran.r-project.org")
require(glmnet)

}

## Loading required package: glmnet

## Loading required package: foreach

## Loaded glmnet 2.0-13

### # records mit fehlenden Daten ignorieren
data(Hitters)

Hitters <- na.omit(Hitters)

dim(Hitters)

## [1] 263 20

Da wir fiir die Bestimmung von A mit Kreuzvalidierung ein Trainings- und ein Test-Set bendtigen, bestimmen
wir diese durch den Zufallszahlengenerator und der Funktion sample ()

set.seed (1)
train <- sample (c(TRUE ,FALSE), nrow(Hitters), rep=TRUE)
test <- (! train )

Wir verwenden die Funktion glmnet () zur Modellierung mit LASSO. Fiir diese Funktion muss das Modell
anders spezifiziert werden als fiir die Funktion 1m(). Wir brauchen dazu die Objekte x und y.

X <- model.matrix (Salary ~ ., Hitters)[,-1]
y <- Hitters$Salary

Die vorgegebenen Werte fiir A werden in der Variablen grid abgelegt. Es handelt sich um 100 Werte zwischen
10'° und 10~2.

grid <- 10~ seq (10,-2, length =100)

The following statements fits a LASSO model.

lasso.mod <- glmnet (x[train ,],y[train],alpha =1, lambda = grid)
plot(lasso.mod)
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Coefficients

Der Plot zeigt, wie sich der Strafterm fiir verschiedene Werte (durch Farben codiert) verhalt. Nun wollen
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wir den besten Wert fiir A bestimmen. Dies wird durch Kreuzvalidierung gemacht.

set.seed (1)
cv.out <- cv.glmnet (x[train ,],y[train],alpha =1)
bestlam <- cv.out$lambda.min

Der Anteil an Koeffizienten, welcher durch LASSO null gesetzt wird kann mit folgenden Statements tiberpriift

werden.

out <- glmnet(x, y, alpha = 1, lambda = grid)

lasso.coef <- predict(out, type = "coefficients", s=bestlam )[1:20,]
lasso.coef

##  (Intercept) AtBat Hits HmRun Runs
## 8.898370e-01 -5.575622e-03 2.007078e+00 0.000000e+00 0.000000e+00
## RBI Walks Years CAtBat CHits
## 0.000000e+00 2.268641e+00 -3.428874e-02 0.000000e+00 0.000000e+00
## CHmRun CRuns CRBI CWalks LeagueN
## 8.315024e-03 2.102106e-01 4.211554e-01 0.000000e+00 1.695962e+01
#i# DivisionW PutQOuts Assists Errors NewLeagueN

## -1.143553e+02

2.343374e-01

0.000000e+00

-6.607899e-01

0.000000e+00
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